
定义 1 (极限转移概率记号):

为方便起见将极限转移概率 limn→∞ p
(n)
ij 记为 Pij, 以大写的 P 来区分与一步转移概率

的区别.

命题 1 (闭集的收缩):

有时齐马尔科夫链 {Xn}, 令其状态空间为 I = T ∪ C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cn, 其中 Ci 为闭集

互达等价类,T 为剩余状态.

对于每一个闭集 Ci0, 我们可以将其收缩为一个状态 i0, 令所有收缩态构成集合 A 对于

收缩状态 i0, 我们重新定义其转移概率如下:pji0 =
∑

i∈Ci
pji ∀j ∈ T

pj0i0 = δj0i0 ∀j0 ∈ A,

那么对于时齐马尔可夫链, 其可简化收缩态 (也即吸收态)A 与剩余状态 T 的并的马尔

可夫链 {Yn}

令 τCi
代表 {Xn} 中闭集 Ci 的首访时, 则猜测其拥有如下关系:

∀i ∈ T, ∀i0 ∈ A, lim
n→∞

p
(n)
ii0

= P{τCi0
< ∞|X0 = i}

例 1 (简化闭集):

如下图所示, 此状态转移图中 {3,4},{5,6} 为闭集,{1,2} 为剩余状态.
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图 1: 简化前

我们记 {3,4} 收缩为 3̃,{5,6} 收缩为 4̃, 则状态转移图简化为:
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图 2: 简化后

命题 2 (一个可能可以用来判断极限吸收概率的方式):

有时齐马尔科夫链 {Xn}, 令其状态空间为 I = T ∪ C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cn, 其中 Ci 为闭集

互达等价类,T 为剩余状态, 我们将其按照上面的方法进行闭集收缩简化, 记简化后的马

尔可夫链为 {Yn}

令 {Yn} 的 T 中含有 n 个元素,{A} 中含有 m 个元素

为方便将吸收态 A 都置于最后, 则可给出简化后的状态转移矩阵 P 如下:

P =



p11 p12 · · · p1n p1i1 p1i2 · · · p1im

p21 p22 · · · p2n p2i1 p2i2 · · · p2im
... ... . . . ... ... ... . . . ...

pn1 pn1 · · · pnn pni1 pni2 · · · pnim

0 0 · · · 0 1 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 1 · · · 0
... ... . . . ... ... ... . . . ...

0 0 · · · 0 0 0 · · · 1


将其写为分块矩阵则有:

P =

 An×n Bn×m

Θm×n Im×m


其中矩阵 A 有如下对角化:

A = V Diag(λi)V−1

那么若将 n 次转移矩阵 P (n) 内的分块矩阵分别记为 A(n),B(n),Θ(n), I(n)

则有如下结论:

B(n) = V Diag
(
1− λn

i

1− λi

)
V−1B

其中我们可以发现, 若取 limn → ∞ 则 B(n) 就代表着各个状态的极限转移概率, 而若

命题一成立则代表着吸收概率.
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证明. 我们仅需要关注 B(n), 因此由分块矩阵乘法给出递推关系:

B(m+1) = AB(m) + IB

我们猜测其通式为 B(n) = (I + A1 + A2 + · · ·+ An)B, 由数学归纳法和递推式可验证成立.

接下来对 A 对角化:

A = VQV−1

则有:

An = VQnV−1

则化简为:

B(n) = V(I + Q1 + Q2 + · · ·+ Qn)V−1B

由于 Q 为对角阵, 其运算等价于本征值的运算, 且仍然为对角阵, 因此化简得到所求结果:

B(n) = V Diag
(
1− λn

i

1− λi

)
V−1B
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